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آموزشى

به روش 
برهان خلف

الف( نمونه های مثلثاتی

 نمونة 1.  ثابت کنید cos1° یک عدد گنگ است.

 cos cos= −22 2 1 1   اثبات.   فرض کنید cos1° گویا باشد، پس 
نیز گویاست. با استفاده از:

cos(n ) cos(n ) cos n cos+ + − =1 1 2 1     

و با اســتقرا نتیجه می گیریم که برای تمــام عددهای صحیح 
cos گویاســت که نادرســت بودن این موضوع روشــن  n  ،n≥1
اســت. زیرا برای نمونه، cos30° گویا نیست. تناقض ایجاد شده به 
معنای اشتباه بودن فرض )فرض خلف( است و بنابراین cos1° گویا 

نیست.

عنايت اله راستی زاده

روش اثبات به کمك برهان خلف یکی از روش های رایج و قوی در اثبات مسائل ریاضی به شمار می آید و دامنة وسیعی از مسائل را 
در حوزه های گوناگون جبر، مثلثات، هندسه و نظریة عددها در بر می گیرد.

در این روش اثبات، فرض می کنیم حکم برقرار نباشد و با انجام یك سلسله مراحل و عملیات ریاضی، استدلال را تا جایی ادامه می دهیم 
که برخلاف فرض یا تناقضی برسیم. در نمونه های زیر سعی شده است، مسائل متنوع و متفاوتی با این شیوه بررسی و اثبات شوند.

اشاره

اثبات

 برهــان خُلف که اقلیدس شــیفتة آن بود، یکــی از ظریف ترین 
سلاح های ریاضی دانان است. این کار بسیار زیباتر از طعمه فکنی در 
بازی شطرنج اســت. یك بازیکن شطرنج ممکن است مهرة پیاده یا 
حتی غیرپیاده ای را برای قربانی شدن پیش کش کند، اما ریاضی دان 

کل بازی را تقدیم می کند.
(گاد فری هاردی(

برهان خلف

روش اثبات به کمك برهان خلف یکی از روش های رایج و قوی در اثبات مسائل ریاضی به شمار می آید و دامنة وسیعی از مسائل را 
در حوزه های گوناگون جبر، مثلثات، هندسه و نظریة عددها در بر می گیرد.

پيش كش
 تمام بازى،
٭ ُبراى برد! 

ِ
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، داریم: x , π ∈   2


 نمونة 2.  ثابت کنید برای هر x که: 
sin x cos x+ ≥1

, داشته باشیم: π 
  2
   اثبات.    اگر چنین نباشد، یعنی برای xای در بازة 

، cos x ≥  و sin x ≥  ، چون در ناحیة اول مثلثاتی sin x cos x+ <1
sin طرفیــن نابرابری اخیــر را به توان دو  x cos x≤ + <1 پس:  

sin x cos x sin x cos x≤ + + <2 2 2 22 1

می رسانیم و داریم:        

sin x cos x≤ + <1 2 1 در نتیجه:                                    
sin و این نیز تناقض است. x cos x <2  و بنابراین 

 نمونة θ   .3 زاویه ای است حاده برحسب رادیان. به سادگی می توان 
. sinθ < θ دید: 

. cosθ > − θ1 نشان دهید: 

 π
< θ <1

2
cosθ برای  > − θ1  اثبات.    توجه می کنیم که نابرابری 

روشن است، زیرا در این حالت cosθ مثبت و θ-1 منفی است.
> از برهان خلف استفاده می کنیم. اگر داشته باشیم: θ ≤1

 درحالت 
، می توانیم بنویسیم: cosθ ≤ − θ1

sin cos , sin= θ+ θ θ < θ2 21
در نتیجه:

( )< θ + − θ ⇒ < θ + − θ⇒ θ < θ2 2 2 21 1 1 2 1 2
> در تناقض است. این تناقض حکم  θ ≤1

θ با شرط  < θ2 اما 
را کامل می کند.

ب( نمونه های مربوط به شمارش

 نمونــة P    .4 را عددی طبیعی و بزرگ تــر از واحد و n و k را دو 

. ثابت کنید دســت کم یکی از  (n k)≥ عدد طبیعی فرض می کنیم

n بر P بخش پذیر نیست. k
k
+ 

 
 

n و ... و 
k
+ 

 
 

1 n و 
k
 
 
 

عددهای 

 اثبات.     به روش برهان خلف، فرض کنیم این طور نباشــد و همة 

عددهای فوق بر P بخش پذیر باشــند. با استفاده از اتحاد ترکیبیاتی 

n n n
k k k

+     
= −     + +     

1
1 1

 P نیز بر P و ایــن موضوع که تفاضــل دو عدد بخش پذیر بــر
بخش پذیر است، داریم:

n n n
k k k

n n n
k k k

n k n k n k
k k k

+     
= −     −     

+ + +     
= −     −     

+ − + + −     
= −     −     

1
1
1 2 1
1
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1

    

همگی n نیز k
k
+ − 

 − 

1
1

n و .... و 
k
+ 

 − 

1
1

n و 
k
 
 − 1

 لذا عددهای 

بر p بخش پذیر هستند. اگر همین روند را ادامه دهیم، نتیجه می شود: 

n k k
k k
+ − 

 − 

n بر P بخش پذیر اســت کــه این موضوع خلاف  
=  
 

1


یعنی 

فرض، و تناقض آشکار است. این تناقض حکم را کامل می کند.

 نمونة 5.    دوازده نفــر در طول یک روز بدون هیچ برنامة خاصی 
با یکدیگر شطرنج بازی کرده اند. می دانیم در مجموع 19 بازی انجام 

شده است. ثابت کنید یکی از این افراد حداقل 4 بار بازی کرده است.

 اثبات.    فرض کنیم حکم درست نباشد. پس هر یک از افراد حداکثر 

12× بازی، یعنی 18  3
2

3 بار بازی کرده انــد. در این صورت، حداکثر 

بازی انجام شده است. پس به تناقض رسیده ایم و حکم درست است.

ج( نمونه هایی از مسابقه های ریاضی

 نمونة 6.    زوج )x,y( از اعداد صحیح مثبت را »شــاد« نامیده ایم، 
x و xy هر دو مربع کامل باشــند. مثلًا )20 و 5( شــاد  y+ هرگاه 
× و هر دو مربع کامل اند.  =5 2 1  

+ و  =5 2 25
اســت، چون: 

نشان دهید، هیچ زوج شادی نیست که یکی از اعضایش عدد 3 باشد.

 اثبات.     با استفاده از برهان خلف فرض کنیم x ای باشد که زوج )x و 3( 
 . x y= 23  شاد باشد. پس 3x مربع کامل است و بنابراین y ای هست که: 
y نیز مربع کامل باشد. اما می دانیم هر عدد  +23 3 در این صورت باید 
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مربع کامل در تقسیم بر 4، باقی مانده ای برابر صفر یا یک دارد. پس باید، 
y در  +23 3 ، آن گاه   y k=2 4 . امــا اگر:  y k= +2 4 y یا: 1 k=2 4
 ، y k= +2 4 تقســیم بر 4 باقی مانده ای برابر 3 خواهد داشت: و اگر: 1
y در تقسیم بر 4 باقی مانده ای برابر 2 خواهد داشت که  +23 3 آن گاه 
در هر دو حالت تناقض آشــکار است. این تناقض حکم را ثابت می کند.

 نمونة 7.    سه عدد طبیعی و متوالی غیرمشخص را در نظر بگیرید. 
ثابت کنید که مکعب بزرگ ترین آن ها نمی تواند با مجموع مکعب های 
دو عدد دیگر برابر باشد.              )مسابقه های ریاضی مجارستان ـ 1909(

 اثبات.    : فرض کنید n ،n-1 و n+1 سه عدد طبیعی متوالی باشند. 

(n ) n (n )+ = + −3 3 31 1 با استفاده از روش برهان خلف فرض کنیم: 
n n n n n n n+ + + = + − + −3 2 3 3 23 3 1 3 3 یعنی:            1

n n n (n )= − ⇒ = −3 2 22 6 2 6 در این صورت:                   
n و تناقض روشن است. (n )− ≤2 6 0 اگر n ≤6، که داریم: 

n که نمی تواند با  (n )− >2 6 36 اگر n >6، در این صورت داریم: 
2 برابر باشد و تناقض است. این تناقض اثبات را کامل می کند.

 نمونة 8.    عددهای b ، a و c بین 0 و 1 داده شــده اند. ثابت کنید 
، همگی  c( a)−1 )b و  c)−1 ، a( b)−1 ممکن نیســت عبارت هــای 
1 باشند.           )بیست ویکمین المپیاد ریاضی انگلستان ـ 1985(

4
بزرگ تر از 

 اثبات.     با استفاده از برهان خلف فرض کنیم حکم برقرار نباشد؛ 
)c بزرگ تر از  a)−1 )b و  c)−1 ، a( b)−1 یعنی تمامی عبارت های 

1 باشند.
4a( b)

b( c) a( a)b( b)c( c) ( )

c( a)

− > 

− > ⇒ − − − > Ι



− > 

11
4
1 11 1 1 1
4 64
11
4

 x=a 1 مثبت انــد. با انتخاب-a و a پس ، a< <0 از آنجــا که: 1

و y=1-a و جای گذاری در نامســاوی مشــهور واســطة حســابی و 

. a( a)− ≤
11
2

، نتیجه می شود:  x y xy+
≥

2
 هندســی، یعنی 

. a( a)− ≤
11
4

یعنی: 

. از ضرب  c( c)− ≤
11
4

)b و  b)− ≤
11
4

به طریق مشابه داریم: 

3 نابرابری اخیر نتیجه می شود: 

a( a)b( b)c( c) ( ) ( )− − − ≤ = ΙΙ31 11 1 1
4 64

نابرابــری )ΙΙ( با )Ι( در تناقض اســت و این تناقــض اثبات را کامل 

می کند.

 نمونة 9.    نشــان دهید a و b طبیعــی را نمی توان یافت که هم 
b مربع کامل باشند. a+2 2 a و هم  b+2 2

 اثبات.    با اســتفاده از برهان خلف، فرض کنیــم a و b طبیعی 
b مربع  a+2 2 a و  b+2 2 موجود باشــند، به طوری که هر دو عدد 

کامل باشند.
a و  b a+ >2 22 a مربع کامل اســت و :  b+2 2 از آنجــا کــه 
a) است،  )+ 21 نخستین عدد بزرگ تر از a2 که مربع کامل هم باشد 

. a b (a )+ ≥ +2 22 1 پس لزوماً: 
. b a≥ +2 2 1 . در نتیجه:  a b a b+ ≥ + +2 22 2 پس: 1

(Ι) .b>a :و در نتیجه b a>2 2 . لذا:  a a+ >2 1 2 اما: 
b مربع کامل باشد، داریم:  a+2 2 به طریق مشابه و با فرض اینکه 
b a b b a (b )

b a b b a b

+ > ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + ⇒ ≥ +

2 2 2 2

2 2

2 2 1
2 2 1 2 2 1

. a bΙΙ > b پس: 2a>2b و:  b+ >2 1 2 و: 
نتایج Ι و ΙΙ تناقض آشــکارند. پس با توجه به برهان خلف حکم 

ثابت است.

تمرین

1. نشان دهید هر دو جملة متوالی دنبالة فیبوناتچی نسبت به هم 
اول اند.

2. ثابت کنید بی نهایت عدد اول وجود دارد.
عددی است گنگ. 2 3. ثابت کنید

b ،a .4 و c ســه عدد حقیقی غیرصفر هستند. ثابت کنید حداقل 
یکی از معادله های زیر ریشه های حقیقی دارند:

ax bx c , bx cx a ,

cx ax b

+ + = + + =

+ + =

2 2

2

2 2
2

 



5. ثابت کنید نمی توان خانه های جدولی 10×10 را با عددهایی 
صحیح طوری پر کرد که مجموع عددهای هر سطر جدول عددی 
منفی و مجموع عددهای هر ستون جدول عددی مثبت باشد.


